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零度为 ｎ－４的图的特征多项式

吴廷增１，冯立华２，马海成１

（１．青海民族大学数学与统计学院，青海 西宁 ８１０００７；
２．中南大学数学系，湖南 长沙 ４１００８３）

摘　要：图的零度是指图的邻接谱中零特征根的重数。显然，ｎ个顶点的图Ｇ的零度等于 ｎ减去其邻接矩阵的
秩。计算了零度为ｎ－４的所有图的特征多项式。特别地，证明了许多零度为ｎ－４的图是谱唯一确定的，并构造
了许多对零度为ｎ－４的同谱图。
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ｃｏｍｐｌｅｔｅｂｉｐａｒｔｉｔｅｉｎｄｕｃｅｄｓｕｂｇｒａｐｈｓｅａｃｈｏｆｗｈｉｃｈｉｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｗｏｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆａｎｅｄｇｅｉｎＧ．
Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｅｄｇｅｓｉｎＧｍ ｅｑｕａｌｓｔｏ

∑ｅ＝ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）
｜ｍｕ｜｜ｍｖ｜，ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｕｍｉｓｔａｋｅｎｏｖｅｒ

ａｌｌｅｄｇｅｓｉｎＧ．
Ｐｒｏｐｅｒｔｙ３　ＦｏｒａｎｙｔｒｉａｎｇｌｅｉｎＧｍ，ｔｈｅｒｅｅｘ

ａｃｔｌｙｅｘｉｓｔｓａｃｏｍｐｌｅｔｅ３ｐａｒｔｉｔｅｉｎｄｕｃｅｄｓｕｂｇｒａｐｈｏｂ
ｔａｉｎｅｄｂｙｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｖｅｒｔｉｃｅｓｏｎａｔｒｉａｎｇｌｅｉｎＧｗｈｉｃｈ
ｃｏｎｔａｉｎｓｉｔ．Ｔｈｅｎ

ｃ３（Ｇｍ）＝∑ｕｖｗ

ｍｕ( )１

ｍｖ( )１

ｍｗ( )１
，

ｗｈｅｒｅｕｖｗｄｅｎｏｔｅｓａｔｒｉａｎｇｌｅｉｎＧ，ａｎｄｔｈｅｓｕｍｉｓ
ｔａｋｅｎｏｖｅｒａｌｌｔｒｉａｎｇｌｅｓｉｎＧ．

Ｐｒｏｐｅｒｔｙ４Ｅｖｅｒｙ４ｃｙｃｌｅｉｎＧｍｍｕｓｔｂｅｃｏｎ
ｔａｉｎｅｄｉｎａｎｉｎｄｕｃｅｄｓｕｂｇｒａｐｈｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ
ｅｖｅｒｙｖｅｒｔｅｘｏｎａｎｅｄｇｅ，ｏｎｅＰ３ｏｒｏｎｅＣ４ｉｎＧ．Ｄｉｒｅｃｔ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｙｉｅｌｄｓ

ｃ４（Ｐ２ｍ）＝
ｍｕ( )２

ｍｖ( )２
ｗｈｅｒｅｕａｎｄｖａｒｅｅｎｄｐｏｉｎｔｓｏｎＰ２．ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＰ３＝
ｕｖｗ，ａｎｄｖｉｓｔｈｅｖｅｒｔｅｘｏｆｄｅｇｒｅｅｔｗｏ．Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ
ｍｕ( )１

ｍｖ( )２

ｍｖ( )１
４ｃｙｃｌｅｓｉｎＰ３ｍ ｅａｃｈｏｆ

ｗｈｉｃｈｃｏｎｔａｉｎｓｏｎｅｖｅｒｔｅｘｉｎｍｕ，ｔｗｏｖｅｒｔｉｃｅｓｉｎｍｖ
ａｎｄｏｎｅｖｅｒｔｅｘｉｎｍｗ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，Ｆｏｒａ

Ｃ４＝ｕｖｗｚ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ
ｍｕ( )１

ｍｖ( )１
ｍｗ( )１

ｍｚ( )１
４ｃｙｃｌｅｓｉｎＣ４ｍｅａｃｈｏｆｗｈｉｃｈｃｏｎｔａｉｎｓｊｕｓｔｏｎｅｖｅｒ
ｔｅｘｉｎｍｕ，ｍｖ，ｍｗａｎｄｍｚ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ

ｃ４（Ｇｍ）＝ ∑
ｕｖ＝Ｐ２∈Ｇ

ｍｕ( )２

ｍｖ( )２
＋

∑
ｕ′ｖ′ｗ′＝Ｐ３∈Ｇ

ｍｕ′( )１

ｍｖ′( )２

ｍｗ′( )１
＋

８５
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∑
ｕ′′ｖ′′ｗ′′ｚ′′＝Ｃ４∈Ｇ

ｍｕ′′( )１

ｍｖ′′( )１

ｍｗ′′( )１

ｍｚ′′( )１
ｗｈｅｒｅｔｈｅｆｉｒｓｔｓｕｍｉｓｔａｋｅｎｏｖｅｒａｌｌｅｄｇｅｓｉｎＧ，ｔｈｅ
ｓｅｃｏｎｄｓｕｍｉｓｔａｋｅｎｏｖｅｒａｌｌＰ３ｓｉｎＧ，ａｎｄｔｈｅｔｈｉｒｄ
ｓｕｍｉｓｔａｋｅｎｏｖｅｒａｌｌＣ４ｓｉｎＧ．

Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｏｒｇａｎｉｚｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ．ＩｎＳｅｃｔｉｏｎ２，
ｗｅｐｒｅｓｅｎｔｓｏｍｅｌｅｍｍａｓａｎｄｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅａｌｌｇｒａｐｈｓ
ｗｉｔｈｎｕｌｌｉｔｙｎ－４．ＩｎＳｅｃｔｉｏｎ３，ｗｅｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｃｈａｒ
ａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｎｕｌｌｉｔｙｎ－４．Ｉｎ
Ｓｅｃｔｉｏｎ４，ｗｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｗｈｉｃｈｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｎｕｌｌｉｔｙｎ－
４ａｒｅＤＳ．Ｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔｔｗｏｃｌａｓｓｅｓｏｆｒｅｇｕ
ｌａｒｇｒａｐｈｓａｎｄｏｎｅｃｌａｓｓｏｆｎｏｎｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｓａｒｅ
ＤＳ．Ａｎｄｗｅｐｒｅｓｅｎｔｓｏｍｅｐａｉｒｓｏｆｃｏｓｐｅｃｔｒａｌｂｉｐａｒｔｉｔｅ
ｇｒａｐｈｓ．

２　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ
Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｐｒｅｓｅｎｔｓｏｍｅｒｅｓｕｌｔｓｗｈｉｃｈ

ｐｌａｙａｋｅｙｒｏｌｅｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆｓｏｆｔｈｅｍａｉｎｔｈｅｏｒｅｍｓ．
Ｌｅｍｍａ１［１］　ＬｅｔＧｂｅａｇｒａｐｈｗｉｔｈｐｖｅｒｔｉｃｅｓ

ａｎｄｑｅｄｇｅｓ，ａｎｄｌｅｔ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｐ）ｂｅｔｈｅｄｅｇｒｅｅｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｏｆＧ．Ｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌ
ｙｎｏｍｉａｌｏｆａｇｒａｐｈＧｓａｔｉｓｆｙ：

（ｉ）ａ０ ＝１；
（ｉｉ）ａ１ ＝０；
（ｉｉｉ）ａ２ ＝－ｑ；
（ｉｖ）ａ３ ＝－２ｃ３（Ｇ）；

（ｖ）ａ４ ＝（
ｑ
２）－∑

ｐ

ｉ＝１
（ｄｉ２）－２ｃ４（Ｇ）．

Ｌｅｍｍａ２［１０］　ＬｅｔＧｂｅａｇｒａｐｈ．Ｆｏｒｔｈｅａｄｊａ
ｃｅｎｃｙｍａｔｒｉｘ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｔｈｅ
ｓｐｅｃｔｒｕｍ．

（ｉ）Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓ．
（ｉｉ）Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｅｄｇｅｓ．
（ｉｉｉ）ＷｈｅｔｈｅｒＧｉｓｒｅｇｕｌａｒ．
（ｉｖ）ＷｈｅｔｈｅｒＧｉｓｒｅｇｕｌａｒｗｉｔｈａｎｙｆｉｘｅｄｇｉｒｔｈ．
（ｖ）Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｃｌｏｓｅｄｗａｌｋｏｆａｎｙｌｅｎｇｔｈ．
（ｖｉ）ＷｈｅｔｈｅｒＧｉｓｂｉｐａｒｔｉｔｅ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１［４］　ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＧｉｓａｓｉｍｐｌｅｇｒａｐｈ

ｏｎｎｖｅｒｔｉｃｅｓａｎｄｎ≥２．Ｔｈｅｎη（Ｇ）＝ｎ－２ｉｆａｎｄｏｎ
ｌｙｉｆＧｉｓｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏＫｎ１，ｎ２∪ｋＫ１，ｗｈｅｒｅｎ１＋ｎ２＋ｋ
＝ｎ，ｎ１ａｎｄｎ２ ＞０，ａｎｄｋ≥０．
ＦｏｒＧ∈Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｉ），ｌｅｔ珘Ｇｂｅｔｈｅｇｒａｐｈｏｆ

ｏｒｄｅｒｎｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍＧｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｎ－ Ｖ（Ｇ） ｉｓｏｌａ
ｔｅｄｖｅｒｔｉｃｅｓ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｌｅｔ

珟Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｉ） ＝ ｛珘Ｇ：Ｇ∈ Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，…，

Ｇｉ）｝
Ｔｈｅｏｒｅｍ２［５］　ＬｅｔＧｂｅａｃｏｎｎｅｃｔｅｄｇｒａｐｈ．

Ｔｈｅｎｒ（Ｇ）＝４ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＧ∈ Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３，Ｇ４，
Ｇ５，Ｇ６，Ｇ７，Ｇ８），ｗｈｅｒｅＧｉ（ｉ＝１，２，…，８）ｉｓｄｅｐｉｃｔｅｄ
ｉｎＦｉｇ１．

ＣｏｍｂｉｎｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍｓ１ａｎｄ２，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ３　ＬｅｔＧｂｅａｓｉｍｐｌｅｇｒａｐｈｏｎｎｖｅｒｔｉ
ｃｅｓａｎｄｎ≥４．Ｔｈｅｎη（Ｇ）＝ｎ－４ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＧ∈
珟Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇ９），ｗｈｅｒｅｔｈｅｇｒａｐｈｓＧ１，…，Ｇ９ ａｒｅ
ｄｅｐｉｃｔｅｄｉｎＦｉｇ１．

Ｆｉｇ１　ＴｈｅｇｒａｐｈｓＧ１，Ｇ２，Ｇ３，Ｇ４，Ｇ５，Ｇ６，Ｇ７，Ｇ８，Ｇ９

３　Ｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆ
ｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｎｕｌｌｉｔｙｎ－４

　　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｒａｎｋ４．

Ｔｈｅｏｒｅｍ４　ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＧ′ｉ ＝Ｇｉｍ ［ｍ１，
…，ｍｋ］，ｗｈｅｒｅＧｉｉｓｄｅｐｉｃｔｅｄｉｎＦｉｇ１，ｉ＝１，２，…，
９，ｋ＝ Ｖ（Ｇｉ）≤６， ｍ１ ＝ａ， ｍ２ ＝ｂ， ｍ３ ＝
ｃ， ｍ４ ＝ｄ， ｍ５ ＝ｅａｎｄ ｍ６ ＝ｆ．Ｔｈｅｎｅａｃｈｏｆ
ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｈｏｌｄｓ．

（ｉ）φ（Ｇ′１，ｘ）＝ｘ
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－４［ｘ４－（ａｂ＋ｂｃ＋ｂｄ＋

ｃｄ）ｘ２－２ｂｃｄｘ＋ａｂｃｄ］．
（ｉｉ）φ（Ｇ′２，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ－４［ｘ４－（ａｂ＋ａｃ＋ｂｃ
＋ｂｄ＋ｃｅ）ｘ２－２ａｂｃｘ＋ａｂｄｃ＋ａｂｅｃ＋ｄｂｅｃ］．
（ｉｉｉ）φ（Ｇ′３，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ－４［ｘ４－（ａｂ＋ａｅ＋ｂｅ
＋ｂｃ＋ｃｄ＋ｄｅ）ｘ２－２ａｂｅｘ＋ａｂｅｄ＋ａｅｃｄ＋ａｂｃｄ＋
ａｂｅｃ］．

（ｉｖ）φ（Ｇ′４，ｘ）＝ｘ
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＋ｆ－４［ｘ４－（ａｂ＋ｂｃ＋

ｂｆ＋ｃｆ＋ｃｄ＋ｄｅ＋ｅｆ）ｘ２－２ｂｃｆｘ＋ａｂｅｄ＋ａｂｃｄ＋ｂｄｅｃ
＋ａｂｃｆ＋ａｂｅｆ＋ｂｃｅｆ＋ｆｂｃｄ＋ｆｂｅｄ］
（ｖ）φ（Ｇ′５，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－４［ｘ４－（ａｂ＋ａｃ＋ａｄ＋
ｂｃ＋ｂｄ＋ｃｄ）ｘ２ －２（ａｂｃ＋ａｂｄ＋ａｃｄ＋ｂｃｄ）ｘ－

９５
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３ａｂｃｄ］
（ｖｉ）φ（Ｇ′６，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＋ｆ－４［ｘ４－（ａｂ＋ａｃ＋
ａｆ＋ｂｃ＋ｂｅ＋ｃｄ＋ｄｆ＋ｄｅ＋ｆｅ）ｘ２－２（ａｂｃ＋ｄｅｆ）ｘ
＋ａｂｅｄ＋ａｂｄｆ＋ａｃｂｅ＋ａｃｅｄ＋ａｃｅｆ＋ａｆｅｄ＋ａｂｃｄ＋
ｆｃｄｅ＋ａｂｃｆ＋ｂｃｅｆ＋ｆｂｃｄ＋ｆｂｅｄ］

（ｖｉｉ）φ（Ｇ′７，ｘ）＝ｘ
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－４［ｘ４ －（ａｂ＋ｂｃ＋

ｃｄ）ｘ２＋ａｂｃｄ］．
（ｖｉｉｉ）φ（Ｇ′８，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ－４［ｘ４－（ａｂ＋ｂｃ＋
ｃｄ＋ｄｅ）ｘ２＋ａｂｃｄ＋ｂｃｄｅ＋ａｂｄｅ］．

（ｉｘ）φ（Ｇ′９，ｘ）＝ｘ
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－４［ｘ４－（ａｂ＋ｃｄ）ｘ２＋

ａｂｃｄ］．
Ｐｒｏｏｆ
（ｉ）ＢｙＰｒｏｐｅｒｔｙ１，ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔＧ′１ｈａｓａ＋ｂ＋ｃ

＋ｄｖｅｒｔｉｃｅｓ．ＣｈｅｃｋｉｎｇＦｉｇ１，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔＧ１ｏｎｌｙ
ｈａｓｆｏｕｒｅｄｇｅｓ，ｏｎｅｔｒｉａｎｇｌｅａｎｄｆｉｖｅＰ３ｓ．ＢｙＰｒｏｐｅｒ
ｔｉｅｓ２－４，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔＧ′１ｈａｓａｂ＋ｂｃ＋ｂｄ＋ｃｄｅｄ

ｇｅｓ， ｂ( )１
ｃ( )１
ｄ( )１ ｔｒｉａｎｇｌｅｓａｎｄ

ａ( )２
ｂ( )２＋

ｂ( )２
ｃ( )２＋

ｂ( )２
ｄ( )２ ＋

ｃ( )２
ｄ( )２ ＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１ ＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１ ＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１＋

ｃ( )１
ｂ( )２
ｄ( )１＋

ｃ( )１
ｄ( )２
ｂ( )１４ｃｙｃｌｅｓ．Ｂｙ

Ｌｅｍｍａ１ａｎｄｅｍｐｌｏｙｉｎｇＭａｐｌｅ１３０ｔｏｐｅｒｆｏｒｍｔｈｅ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔ

φ（Ｇ′１，ｘ）＝ｘ
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－（ａｂ＋ｂｃ＋ｂｄ＋

ｃｄ）ｘａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－２－２ｂｃｄｘａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－３＋ａｂｃｄｘａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－４

（ｉｉ）Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｂｙＰｒｏｐｅｒｔｙ１，ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔＧ′２
ｈａｓａ＋ｂ＋ｃ＋ｄｖｅｒｔｉｃｅｓ．ＣｈｅｃｋｉｎｇＦｉｇ１，ｉｔｃａｎｂｅ
ｋｎｏｗｎｔｈａｔＧ′２ｈａｓｆｉｖｅｅｄｇｅｓ，ｏｎｅｔｒｉａｎｇｌｅａｎｄｓｅｖｅｎ
Ｐ３ｓ．ＢｙＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓ２－４，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔＧ′２ｈａｓａｂ＋

ａｃ＋ｂｃ＋ｂｄ＋ｃｅｅｄｇｅｓ， ａ( )１
ｂ( )１
ｃ( )１ ｔｒｉａｎｇｌｅｓａｎｄ

ａ( )２
ｂ( )２＋

ａ( )２
ｃ( )２＋

ｂ( )２
ｃ( )２＋

ｂ( )２
ｄ( )２ ＋

ｃ( )２
ｅ( )２＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１＋

ｂ( )１
ａ( )２
ｃ( )１＋

ａ( )１
ｃ( )２
ｂ( )１＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｄ( )１＋

ｄ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１＋

ａ( )１
ｃ( )２
ｅ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｅ( )１ ４ｃｙｃｌｅｓ．Ｂｙ

Ｌｅｍｍａ１，ｗｅｏｂｔａｉｎｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙｔｈａｔ
φ（Ｇ′２，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ－４［ｘ４－（ａｂ＋ａｃ＋ｂｃ＋
ｂｄ＋ｃｅ）ｘ２－２ａｂｃｘ＋ａｂｄｃ＋ａｂｅｃ＋ｄｂｅｃ］
（ｉｉｉ）ＣｈｅｃｋｉｎｇＦｉｇ１，ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔＧ′３ｈａｓｓｉｘｅｄ

ｇｅｓ，ｏｎｅｔｒｉａｎｇｌｅ，ｎｉｎｅＰ３ｓａｎｄｏｎｅＣ４．ＢｙＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓ
１－４，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｅｘａｃｔｌｙａ＋ｂ＋ｃ＋ｄｖｅｒｔｉｃｅｓ，ａｂ＋

ａｅ＋ｂｅ＋ｂｃ＋ｃｄ＋ｄｅｅｄｇｅｓ， ａ( )１
ｂ( )１
ｅ( )１ｔｒｉａｎｇｌｅｓａｎｄ

ａ( )２
ｂ( )２＋

ａ( )２
ｅ( )２＋

ｂ( )２
ｅ( )２＋

ｂ( )２
ｃ( )２＋

ｃ( )２
ｄ( )２ ＋

ｄ( )２
ｅ( )２＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｅ( )１＋

ａ( )１
ｅ( )２
ｂ( )１＋

ｂ( )１
ａ( )２
ｅ( )１＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１＋

ｃ( )１
ｂ( )２
ｅ( )１＋

ｃ( )１
ｄ( )２
ｅ( )１＋

ｄ( )１
ｅ( )２
ｂ( )１＋

ａ( )１
ｅ( )２
ｄ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )１
ｄ( )１
ｅ( )１ ４ｃｙｃｌｅｓ

ｉｎＧ′３．ＢｙＬｅｍｍａ１，ｗｅｈａｖｅ
φ（Ｇ′３，ｘ）＝

ｘａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ－４［ｘ４－（ａｂ＋ａｅ＋ｂｅ＋ｂｃ＋ｃｄ＋ｄｅ）·
ｘ２－２ａｂｅｘ＋ａｂｅｄ＋ａｄｅｃ＋ａｂｃｄ＋ａｂｅｃ］

　　 （ｉｖ）ＣｈｅｃｋｉｎｇＦｉｇ１，ｗｅａｇａｉｎｎｏｔｅｔｈａｔＧ４ｈａｓ
ｓｅｖｅｎＰ２ｓ，ｏｎｅｔｒｉａｎｇｌｅ，ｅｌｅｖｅｎＰ３ｓａｎｄｏｎｅＣ４．Ｂｙ
Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ１－４，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｏｂｔａｉｎｔｈａｔＧ′４ｈａｓａ＋ｂ＋
ｃ＋ｄ＋ｅ＋ｆｖｅｒｔｉｃｅｓ，ａｂ＋ｂｃ＋ｂｆ＋ｃｄ＋ｄｅ＋ｅｆｅｄｇｅｓ，
ｂ( )１
ｃ( )１
ｆ( )１ ｔｒｉａｎｇｌｅｓ ａｎｄ ａ( )２

ｂ( )２ ＋ ｂ( )２
ｆ( )２ ＋

ｂ( )２
ｃ( )２＋

ｃ( )２
ｆ( )２＋

ｄ( )２
ｅ( )２＋

ｅ( )２
ｆ( )２＋

ｃ( )２
ｄ( )２＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｆ( )１＋

ｃ( )１
ｂ( )２
ｆ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｆ( )１＋

ｂ( )１
ｆ( )２
ｃ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１＋

ｄ( )１
ｃ( )２
ｆ( )１＋

ｃ( )１
ｄ( )２
ｅ( )１＋

ｄ( )１
ｅ( )２
ｆ( )１＋

ｅ( )１
ｆ( )２
ｃ( )１＋

ｅ( )１
ｆ( )２
ｂ( )１ ４ｃｙｃｌｅｓ．Ｂｙ

Ｌｅｍｍａ１，ｗｅｇｅｔｔｈａｔ
φ（Ｇ′４，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＋ｆ－４［ｘ４－（ａｂ＋ｂｃ＋ｂｆ＋
ｃｆ＋ｃｄ＋ｄｅ＋ｅｆ）ｘ２－２ｂｃｆｘ＋ａｂｅｄ＋

ａｂｃｄ＋ｂｄｅｃ＋ａｂｃｆ＋ａｂｅｆ＋ｂｃｅｆ＋ｆｂｃｄ＋ｆｂｅｄ］
　　 （ｖ）ＯｂｓｅｒｖｉｎｇＦｉｇ１，ｗｅｓｅｅｔｈａｔＧ５ｈａｓｓｉｘ
Ｐ２ｓ，ｆｏｕｒｔｒｉａｎｇｌｅｓ，ｔｗｅｌｖｅＰ３ｓａｎｄｔｈｒｅｅＣ４ｓ．Ｂｙ
Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ１－４，Ｇ５ｈａｓａ＋ｂ＋ｃ＋ｄｖｅｒｔｉｃｅｓ，ａｂ＋ａｃ

＋ａｄ＋ｂｃ＋ｂｄ＋ｃｄｅｄｇｅｓ， ａ( )１
ｂ( )１
ｃ( )１＋

ａ( )１
ｂ( )１
ｄ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１ ＋

ａ( )１
ｃ( )１
ｄ( )１ ｔｒｉａｎｇｌｅｓａｎｄ

ａ( )２
ｂ( )２ ＋

ａ( )２
ｃ( )２＋

ａ( )２
ｄ( )２ ＋

ｂ( )２
ｃ( )２＋

ｂ( )２
ｄ( )２ ＋

ｃ( )２
ｄ( )２ ＋

ｂ( )１
ａ( )２
ｃ( )１＋

ｂ( )１
ａ( )２
ｄ( )１＋

ｃ( )１
ａ( )２
ｄ( )１＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｄ( )１＋

ｃ( )１
ｂ( )２
ｄ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ａ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１＋

０６
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ａ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１＋

ｃ( )１
ｄ( )２
ａ( )１＋

ｃ( )１
ｄ( )２
ｂ( )１＋

ｂ( )１
ｄ( )２
ａ( )１＋

３ａｂｃｄ４ｃｙｃｌｅｓ．ＢｙＬｅｍｍａ１，ｗｅｈａｖｅ
φ（Ｇ′５，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－４［ｘ４－（ａｂ＋ａｃ＋ａｄ＋
ｂｃ＋ｂｄ＋ｃｄ）ｘ２－

２（ａｂｃ＋ａｂｄ＋ａｃｄ＋ｂｃｄ）ｘ－３ａｂｃｄ］
　　 （ｖｉ）ＯｂｓｅｒｖｉｎｇＦｉｇ１，ｉｔｉｓｎｏｔｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｏｋｎｏｗ
ｔｈａｔＧ６ｈａｓｎｉｎｅｅｄｇｅｓ，ｔｗｏｔｒｉａｎｇｌｅｓ，ｅｉｇｈｔｅｅｎＰ３ｓ
ａｎｄｔｈｒｅｅＣ４ｓ．Ｔｈｅｓｅｍｅａｎ，ｂｙＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓ１－４，ｔｈａｔ
Ｇ′６ｈａｓａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＋ｆｖｅｒｔｉｃｅｓ，ａｂ＋ａｃ＋ａｆ＋

ｂｃ＋ｂｄ＋ｃｄ＋ｄｅ＋ｄｆ＋ｅｆｅｄｇｅｓ， ａ( )１
ｂ( )１
ｃ( )１＋

ｄ( )１
ｅ( )１
ｆ( )１ ｔｒｉａｎｇｌｅｓ ａｎｄ ａ( )２

ｂ( )２ ＋ ａ( )２
ｃ( )２ ＋

ａ( )２
ｆ( )２＋

ｂ( )２
ｃ( )２＋

ｂ( )２
ｅ( )２＋

ｃ( )２
ｄ( )２ ＋

ｄ( )２
ｅ( )２＋

ｄ( )２
ｆ( )２ ＋

ｅ( )２
ｆ( )２ ＋

ｂ( )１
ａ( )２
ｃ( )１ ＋

ｂ( )１
ａ( )２
ｆ( )１ ＋

ｃ( )１
ａ( )２
ｆ( )１＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｅ( )１＋

ｃ( )１
ｂ( )２
ｅ( )１＋

ａ( )１
ｃ( )２
ｂ( )１＋

ａ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１＋

ｃ( )１
ｄ( )２
ｅ( )１＋

ｃ( )１
ｄ( )２
ｆ( )１＋

ｆ( )１
ｄ( )２
ｅ( )１＋

ｂ( )１
ｅ( )２
ｃ( )１＋

ｂ( )１
ｅ( )２
ｆ( )１＋

ｄ( )１
ｅ( )２
ｆ( )１＋

ａ( )１
ｆ( )２
ｅ( )１＋

ａ( )１
ｆ( )２
ｄ( )１＋

ｄ( )１
ｆ( )２
ｅ( )１＋

ａｂｅｆ＋ａｃｄｆ＋ｂｃｄｅ４ｃｙｃｌｅｓ．ＢｙＬｅｍｍａ１，ｗｅｈａｖｅ
φ（Ｇ′６，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＋ｆ－４·

［ｘ４－（ａｂ＋ａｃ＋ａｆ＋ｂｃ＋ｂｅ＋ｃｄ＋
ｄｆ＋ｄｅ＋ｆｅ）ｘ２－２（ａｂｃ＋ｄｅｆ）ｘ＋ａｂｅｄ＋

ａｂｄｆ＋ａｃｂｅ＋ａｃｅｄ＋ａｃｅｆ＋ａｆｅｄ＋ａｂｃｄ＋ｆｃｄｅ＋
ａｂｃｆ＋ｂｃｅｆ＋ｆｂｃｄ＋ｆｂｅｄ］

　　 （ｖｉｉ）ＯｂｓｅｒｖｉｎｇＦｉｇ１，ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ
ｔｈｒｅｅＰ２ｓａｎｄｔｗｏＰ３ｓｉｎＧ７．Ｔｈｅｓｅｉｍｐｌｙ，ｂｙＰｒｏｐｅｒ
ｔｉｅｓ１，２ａｎｄ４，ｔｈａｔＧ′７ｈａｓａ＋ｂ＋ｃ＋ｄｖｅｒｔｉｃｅｓ，ａｂ

＋ｂｃ＋ｃｄｅｄｇｅｓａｎｄ ａ( )２
ｂ( )２＋

ｂ( )２
ｃ( )２＋

ｃ( )２
ｄ( )２＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１４ｃｙｃｌｅｓ．ＢｙＬｅｍｍａ１，ｗｅ

ｏｂｔａｉｎｔｈａｔ
φ（Ｇ′７，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－４·

［ｘ４－（ａｂ＋ｂｃ＋ｃｄ）ｘ２＋ａｂｃｄ］
　　 （ｖｉｉｉ）ＯｂｓｅｒｖｉｎｇＦｉｇ１，ｗｅｓｅｅｔｈａｔＧ８ｈａｓｆｏｕｒ
Ｐ２ｓａｎｄｔｈｒｅｅＰ３ｓ．ＢｙＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓ１，２ａｎｄ４，ｉｔｃａｎ
ｂｅｓｅｅｎｔｈａｔＧ′８ｈａｓａ＋ｂ＋ｃ＋ｄｖｅｒｔｉｃｅｓ，ａｂ＋ｂｃ＋

ｃｄｅｄｇｅｓａｎｄ ａ( )２
ｂ( )２＋

ｂ( )２
ｃ( )２＋

ｃ( )２
ｄ( )２＋

ｄ( )２
ｅ( )２＋

ａ( )１
ｂ( )２
ｃ( )１＋

ｂ( )１
ｃ( )２
ｄ( )１＋

ｃ( )１
ｄ( )２
ｅ( )１４ｃｙｃｌｅｓ．Ｂｙ

Ｌｅｍｍａ１，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔ
φ（Ｇ′８，ｘ）＝ｘ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ－４

［ｘ４－（ａｂ＋ｂｃ＋ｃｄ＋ｅｄ）ｘ２＋ａｂｃｄ］
　　 （ｉｘ）ＣｈｅｃｋｉｎｇＦｉｇ１，ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔＧ９ｈａｓｔｗｏ
ｅｄｇｅｓ．ＢｙＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓ１，２ａｎｄ４，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔＧ′９ｈａｓ

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄｖｅｒｔｉｃｅｓ，ａｂ＋ｃｄｅｄｇｅｓａｎｄ ａ( )２
ｂ( )２＋

ｃ( )２
ｄ( )２４ｃｙｃｌｅｓ．ＢｙＬｅｍｍａ１，ｗｅｈａｖｅ

φ（Ｇ′９，ｘ）＝ｘ
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ－４·

［ｘ４－（ａｂ＋ｃｄ）ｘ２＋ａｂｃｄ］
Ｂｙｔｈｅａｂｏｖｅａｒｇｕｍｅｎｔ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｄｅｓｉｒｅｄｒｅｓｕｌｔ．

Ｒｅｍａｒｋ１　ＢｙＴｈｅｏｒｅｍ４，ｗｅｍａｙｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅ
ｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆａｇｒａｐｈＧ∈ 珟Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇ９）．

４　Ｔｈｅｓｐｅｃｔｒａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆ
ｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｎｕｌｌｉｔｙｎ－４

　　ＷｈｉｃｈｇｒａｐｈｓａｒｅＤＳ？Ｔｈｉｓｐｒｏｂｌｅｍｉｓａｌｏｎｇ
ｓｔａｎｄｉｎｇｑｕｅｓｔｉｏｎｉｎＳｐｅｃｔｒａｌＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ．ｖａｎＤａｍ
ａｎｄＨａｅｍｅｒｓ［１０－１１］ｇａｖｅｔｗｏｅｘｃｅｌｌｅｎｔｓｕｒｖｅｙｓｒｅ
ｇａｒｄｉｎｇｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆｔｈｉｓｑｕｅｓｔｉｏｎ．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕ
ｌａｒ，ｔｈｅｕｓｕａｌａｄｊａｃｅｎｃｙｍａｔｒｉｘｗａｓａｄｄｒｅｓｓｅｄ．Ｒｅ
ｃｅｎｔｌｙ，ｍａｎｙｎｅｗｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｆｏｕｎｄ，ｓｅｅ［１２－１４］．Ｉｎ
ｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｗｈｉｃｈｇｒａｐｈＧ∈
珟Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇ９）ｉｓＤＳ．

ＭａａｎｄＲｅｎ［１５］ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｗｈｉｃｈｋｉｎｄｏｆ
ｃｏｍｐｌｅｔｅｍｕｌｔｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｉｓＤＳｓｉｎｃｅｉｔｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎ
ｔｈａｔｎｏｔａｌｌｃｏｍｐｌｅｔｅｍｕｌｔｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｓａｒｅＤＳ．Ａｎｄ
ｔｈｅｙｐｒｏｖｅｄｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ５［１５］　Ｌｅｔｐ１，ｐ２，…ｐｓｂｅｔｈｅｐｒｉｍｅ
ｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｔｂｅａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒ． Ｔｈｅｎ
Ｋ１，…，{ １ｔ ，ｐ１，ｐ２…ｐｓｉｓＤＳ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ６［１５］　Ｌｅｔｄ，ｓｂｅｔｗｏｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓ．
ＴｈｅｎＫｄ＋１，…，ｄ＋{ １

ｒ
，ｄ，…，{ ｄｓ－ｒ

ｉｓＤＳ，ｗｈｅｒｅ０≤ｒ＜ｓ．

ＢｙＴｈｅｏｒｅｍｓ５ａｎｄ６，ｗｅｏｂｔａｉｎｄｉｒｅｃｔｌｙａｃｏｒｏｌ
ｌａｒｙａｓｆｏｌｌｏｗｓ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ７
（ｉ）Ｉｆｓ＋ｔ＝４，ｔｈｅｎＫ１，…，{ １ｔ ，ｐ１，ｐ２，…，ｐｓｉｓＤＳ．

（ｉｉ）Ｔｈｅｃｏｍｐｌｅｔｅｒｅｇｕｌａｒ４ｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｉｓＤＳ．

１６
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Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ，ｂｙｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆＧ５。ｍ［ｍ１，ｍ２，
ｍ３，ｍ４］，ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔＧ５ｍｉｓａｃｏｍｐｌｅｔｅ４ｐａｒｔｉｔｅ
ｇｒａｐｈｓ．ＯｂｓｅｒｖｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ４，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔｏｎ
ｌｙｔｈｅｆｉｆｔｈｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｏｆＧ５
ｍｉｓｎｅｇａｔｉｖｅ，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｏｐ
ｏｓｉｔｉｏｎ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１ＬｅｔＧ∈珟Ｍ（Ｇ５）．ＦｏｒａｎｙｇｒａｐｈＨ，
ｉｆＨａｎｄＧａｒｅｃｏｓｐｅｒｃｔａｌ，ｔｈｅｎＨ∈ 珟Ｍ（Ｇ５）．

ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１ｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔｉｆｎｏｔｗｏ
ｇｒａｐｈｓｉｎ珟Ｍ（Ｇ５）ａｒｅｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ，ｔｈｅｎｅｖｅｒｙｇｒａｐｈｉｎ
珟Ｍ（Ｇ５）ｉｓＤＳ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ８　ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＧ＝Ｇ６ｍ［ｍ１，ｍ２，
ｍ３，ｍ４，ｍ５，ｍ６］ａｎｄ ｍｉ ＝ｓｆｏｒｉ＝１，…，６．ＴｈｅｎＧ
ｉｓＤＳ．

Ｐｒｏｏｆ．Ｂｙｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｖｅｒｔｉ
ｃｅｓ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｅｘａｃｔｌｙｔｈｒｅｅｇｒａｐｈｓＧ５ｍ［ｍ１，ｍ２，
ｍ３，ｍ４］（ｈｅｒｅ ｍ１ ＝ ｍ２ ＝ ｍ３ ＝ ｍ４ ＝ｒ），
Ｇ６  ｍ［ｍ１，ｍ２，ｍ３，ｍ４，ｍ５，ｍ６］ （ｈｅｒｅ ｍ１ ＝

ｍ２ ＝ ｍ３ ＝ ｍ４ ＝ ｍ５ ＝ ｍ６ ＝ｓ）ａｎｄＧ９
ｍ［ｍ１，ｍ２，ｍ３，ｍ４］（ｈｅｒｅ ｍ１ ＝ ｍ２ ＝ ｍ３ ＝

ｍ４ ＝ｔ）ａｒｅｒｅｇｕｌａｒｉｎ珟Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３，Ｇ４，Ｇ５，Ｇ６，
Ｇ７，Ｇ８，Ｇ９）．ＢｙＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１ａｎｄＬｅｍｍａ２（ｉｉｉ）ａｎｄ
（ｖｉ），ＧｉｓＤＳ．

ＢｙｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆＧｍ，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔ２Ｋｔ，ｔｉｓｉ
ｓｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏＧ９ｍ［ｍ１，ｍ２，ｍ３，ｍ４］ｗｈｅｎ ｍ１ ＝

ｍ２ ＝ ｍ３ ＝ ｍ４ ＝ｔ．Ｈｅｎｃｅ，ｆｒｏｍｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ
Ｔｈｅｏｒｅｍ８，ｗｅｅａｓｉｌｙｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ９　２Ｋｔ，ｔｉｓＤＳ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１０　ＬｅｔＧ＝Ｇ′１∪ｒＫ１，ｗｈｅｒｅｂ＝ｃ＝

ｄ＝１ｉｎＧ′１．ＴｈｅｎＧｉｓＤＳ．
Ｐｒｏｏｆ．ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＧｈａｓａ′＋ｒ＋３ｖｅｒｔｉｃｅｓ．

ＣｈｅｃｋｉｎｇＧ，ｗｅｎｏｔｅｔｈａｔｉｔｏｎｌｙｃｏｎｔａｉｎｓｏｎｅｔｒｉａｎｇｌｅ．
Ｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓ，ｂｙＬｅｍｍａ２（ｖ），ｔｈａｔｉｆｇｒａｐｈＨｉｓｃｏ
ｓｐｅｃｔｒａｌｗｉｔｈＧ，ｔｈｅｎＨｍｕｓｔｃｏｎｔａｉｎｏｎｅｔｒｉａｎｇｌｅ．Ｂｙ
Ｔｈｅｏｒｅｍｓ３ａｎｄ４，Ｇ′２∪ｓＫ１（ｈｅｒｅａ＝ｂ＝ｃ＝１ｉｎ
Ｇ′３）ａｎｄＧ′４（ｈｅｒｅｂ＝ｃ＝ｆ＝１ｉｎＧ′４）ｃｏｎｔａｉｎｓｏｎｅ
ｔｒｉａｎｇｌｅ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒ
ｔｈｒｅｅｃａｓｅｓ．

Ｃａｓｅ１．ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＧａｎｄＧ′２∪ｓＫ１ａｒｅｃｏｓｐｅｃ
ｔｒａｌ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ＧａｎｄＧ′２∪ｓＫ１ｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｖｅｒｔｉｃｅｓ
ａｎｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅｉｒｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ．Ｂｙ
Ｔｈｅｏｒｅｍ４（ｉ）ａｎｄ（ｉｉ），ｗｅｈａｖｅ

ａ′＋ｒ＋３＝３＋ｄ＋ｅ＋ｓ，
ａ′＋３＝３＋ｄ＋ｅ，{
ａ′＝ｄ＋ｅ＋ｄｅ．

Ｓｏｌｖｉｎｇｔｈｉｓｅｑｕａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｄ＝０
ｏｒｅ＝０．Ｔｈｉｓｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｔｈｅｆａｃｔｄ，ｅ＞０．ＨｅｎｃｅＧ
ａｎｄＧ′２∪ｓＫ１ａｒｅｎｏｔｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ．

Ｃａｓｅ２．ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＧａｎｄＧ′３∪ｔＫ１ａｒｅｃｏｓｐｅｃ
ｔｒａｌ．ＴｈｅｎＧａｎｄＧ′３∪ｔＫ１ｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｖｅｒｔｉｃｅｓａｎｄ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅｉｒｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ．ＢｙＴｈｅ
ｏｒｅｍ４（ｉ）ａｎｄ（ｉｉｉ），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔ

ａ′＋ｒ＋３＝３＋ｃ＋ｄ＋ｔ，
ａ′＋３＝３＋ｃ＋ｄ＋ｃｄ，
ａ′＝ｃ＋ｄ＋２

{
ｃｄ

Ｓｏｌｖｉｎｇｔｈｉｓｅｑｕａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ，ｗｅｇｅｔｔｈａｔｃ＝０ｏｒ
ｄ＝０．Ｔｈｉｓｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｔｈｅｆａｃｔｃ，ｄ＞０．ＨｅｎｃｅＧ
ａｎｄＧ′３∪ｔＫ１ａｒｅｎｏｔｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ．

Ｃａｓｅ３．ＷｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔＧａｎｄＧ′４∪ｇＫ１ａｒｅｃｏ
ｓｐｅｃｔｒａｌ．ＴｈｅｎＧａｎｄＧ′４∪ｇＫ１ｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｖｅｒｔｉｃｅｓ
ａｎｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅｉｒｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ．Ｂｙ
Ｔｈｅｏｒｅｍ４（ｉ）ａｎｄ（ｉｖ），ｗｅｇｅｔｔｈａｔ

ａ′＋ｒ＋３＝３＋ａ＋ｄ＋ｅ＋ｇ，
ａ′＋３＝３＋ａ＋ｄ＋ｅ＋ｄｅ，
ａ′＝ａ＋ｄ＋ｅ＋ａｄ＋ａｅ＋３

{
ｄｅ

Ｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍａｂｏｖｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔ
ａｄ＋ａｅ＋２ｄｅ＝０．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｂｙｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆＧ′４，
ｏｎｅｈａｓａ，ｄ，ｅ＞ｏ，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔａｄ＋ａｅ＋２ｄｅ＞
０，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｔｈｕｓ，ＧａｎｄＧ′４∪ｇＫ１ａｒｅｎｏｔｃｏ
ｓｐｅｃｔｒａｌ．

Ｆｒｏｍｔｈｅａｒｇｕｍｅｎｔａｂｏｖｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔＧｉｓＤＳ．
Ｉｎｆａｃｔ，ｔｏｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅＤＳｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｎｕｌｌｉｔｙｎ－

４ｉｓａｖｅｒｙｈａｒｄｐｒｏｂｌｅｍ．Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｏｍｅｇｒａｐｈｓｉｎ
珟Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３，Ｇ４，Ｇ５，Ｇ６，Ｇ７，Ｇ８，Ｇ９）ａｒｅｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ．
Ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，Ｋ１，４ａｎｄＣ４∪Ｋ１ａｒｅｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ．Ｆｕｒｔｈｅｒ
ｍｏｒｅ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２ＬｅｔＧ＝Ｇ９ｍ［ｍ１，ｍ２，ｍ３，ｍ４］
ｗｉｔｈ ｍ１ ＝１，ｍ２ ＝４，ｍ３ ＝ｓａｎｄ ｍ４ ＝ｔ，
ａｎｄｌｅｔＨ＝Ｇ９ｍ［ｍ１，ｍ２，ｍ３，ｍ４］ｗｉｔｈ ｍ１ ＝２
ａｎｄ ｍ２ ＝２， ｍ３ ＝ｓａｎｄ ｍ４ ＝ｔ．ＴｈｅｎＧ∪ｋＫ１
ａｎｄＨ∪（ｋ＋１）Ｋ１ａｒｅｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３ＬｅｔＧ＝Ｇ７ｍ［ｍ１，ｍ２，ｍ３，ｍ４］
ｗｉｔｈ ｍ１ ＝ａ＋３，ｍ２ ＝１，ｍ３ ＝１ａｎｄ ｍ４ ＝
２ａ＋３，ａｎｄｌｅｔＨ＝Ｇ８ｍ［ｍ１，ｍ２，ｍ３，ｍ４．ｍ５］ｗｉｔｈ
ｍ１ ＝ａ＋１， ｍ２ ＝１， ｍ３ ＝１， ｍ４ ＝１ａｎｄ

ｍ５ ＝２ａ＋４，ｗｈｅｒｅａ≥０．ＴｈｅｎＧ∪ｋＫ１ａｎｄＨ∪
ｋＫ１ａｒｅｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ，ｗｈｅｒｅｋ≥０．

Ｐｒｏｏｆ．ＢｙＴｈｅｏｒｅｍ４（ｖｉｉ）ａｎｄ（ｖｉｉｉ），ｗｅｏｂ
ｔａｉｎｔｈａｔ

２６



　第 ６期 吴廷增等：零度为ｎ－４的图的特征多项式

φ（Ｇ，ｘ）＝ｘ３ａ＋ｋ＋４·
［ｘ４－（３ａ＋７）ｘ２＋３ａ２＋９ａ＋９］＝φ（Ｈ，ｘ）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｇ∪ｋＫ１ａｎｄＨ∪ｋＫ１ａｒｅｃｏｓｐｅｃｔｒａｌ，ｗｈｅｒｅ
ａ，ｋ≥０．

５　Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ
Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｃｏｍｐｕｔｅｄｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌ

ｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｒａｎｋ４．Ａｎａｌｏｇｏｕｓｌｙ，ｗｅｍａｙ
ｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｇｒａｐｈｓｗｉｔｈ
ｒａｎｋ５（ＴｈｅｓｅｇｒａｐｈｓａｒｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄｂｙＣｈａｎｇ
ｅｔａｌ［６］）．Ｂｕｔｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ“ｗｏｕｌｄｂｅｖｅｒｙｃｕｍｂｅｒ
ｓｏｍｅ”．Ａｔｐｒｅｓｅｎｔｔｉｍｅ，ｗｅｃａｎｎｏｔｆｉｎｄａｕｎｉｆｉｅｄａｐ
ｐｒｏａｃｈｔｏａｎｓｗｅｒｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ “ｗｈｉｃｈｇｒａｐｈＧ∈
珟Ｍ（Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３，Ｇ４，Ｇ５，Ｇ６，Ｇ７，Ｇ８，Ｇ９）ｉｓＤＳ？”．Ｗｅ
ｏｎｌｙｓｈｏｗｅｄｔｈａｔｆｅｗｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｎｕｌｌｉｔｙｎ－
４ａｒｅＤＳ．Ｈｅｎｃｅｗｅｅｘｐｅｃｔｔｏｆｉｎｄｍｏｒｅｇｒａｐｈｃｌａｓｓｅｓ
ｗｉｔｈｎｕｌｌｉｔｙｎ－４ｅａｃｈｏｆｗｈｉｃｈｉｓＤＳ．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｉｔ
ｗｏｕｌｄｂｅａｎｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇｑｕｅｓｔｉｏｎｔｏｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅａｇｒａｐｈ
ｉｎ珟Ｍ（Ｇ５）ｉｓＤＳ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：

［１］　ＢＩＧＧＳＮ．Ａｌｇｅｂｒａｉｃｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙ［Ｍ］．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：
ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９９３．

［２］　ＢＯＲＯＶＩＣＡＮＩＮＢ，ＧＵＴＭＡＮＩ．Ｎｕｌｌｉｔｙｏｆｇｒａｐｈｓ［Ｃ］．
ＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆＧｒａｐｈＳｐｅｃｔｒａ，ＭａｔｈＩｎｓｔ．Ｂｅｌｇｒａｄｅ，
２００９：１０７－１２２．

［３］　ＧＵＴＭＡＮＩ，ＢＯＲＯＶＩＣＡＮＩＮＢ．Ｎｕｌｌｉｔｙｏｆｇｒａｐｈｓ：ａｎ
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